MEDIDA GENERADA POR UNA FUNCION DE
DISTRIBUCION

Introducciéon

El método més utilizado para construir medidas consiste en aplicar el teorema de ex-
tensién de Carathéodory, el cual estd basado en las ideas que desarrollé Lebesgue para
definir lo que se conoce como la medida de Lebesgue en R; ésta no es otra cosa que una
extensién del concepto de longitud de un intervalo. Lebesgue se propuso asignarle, de una
manera Unica, una longitud a cualquier subconjunto de R mediante un proceso de extension,
partiendo de que se sabe cémo asignarle una longitud a un intervalo.

El problema que surgié en ese intento es que, con el método de Lebesgue, esa extensiéon no
se puede llevar hasta abarcar todos los subconjuntos de R, por lo menos si entre los axiomas
de la teorfa de conjuntos se incluye el axioma de eleccién.

Es por eso que se hace necesario trabajar con lo que se conoce como algebras y o-dlgebras
de subconjuntos de un conjunto dado.

Generalizando el método de Lebesgue, Carathéodory mostré que teniendo asignada una
medida a cada elemento de un &lgebra de subconjuntos de un conjunto dado FF, bajo deter-
minadas condiciones esa medida se puede extender, de manera tinica, de tal manera que se
asigne una medida a cada elemento de una familia de subconjuntos de F mds grande que el
dlgebra inicial y que esa familia forme lo que se conoce como una o-algebra.

Definicién 1 (algebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia A de subconjuntos de
F es un dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Fe A
2. A es cerrada bajo complementos.
3. A es cerrada bajo uniones finitas.

Definicién 2 (o-adlgebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia S de subconjuntos
de F es una o-dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. FeS.
2. & es cerrada bajo complementos.
3. & es cerrada bajo uniones infinitas numerables.
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Obsérvese que toda o-dlgebra es también un dlgebra. En efecto, como F € &y & es cerrada
bajo complementos, el conjunto vacio () pertenece a . Asi que, si A, Ao, ..., A, son de
elementos de 3, entonces, definiendo A; = () para cualquier j > n, se tiene:

U?:l Aj = U;il Aj €S

Aunque estd dicho en las definiciones, observemos que una o-dlgebra es un conjunto cuyos
elementos son conjuntos.

Definicién 3. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Llamaremos o-
algebra generada por G a la mds pequena familia de subconjuntos de F que forme una
o-dlgebra y que contenga a todos los elementos de G.

Vamos a trabajar con el conjunto de los niimeros reales extendido, agregdndole a R dos
elementos, oo y —oo, con las siguientes convenciones:

Si ¢ € R, entonces:

—0 < c< oo

c—00=—00

c+ 00 =00

c(o0)=00sic>0

c(o00) =—o0sic<0
(0) (00) = (0) (—00) = 0
f==0

(00) (00) = 00 4 00 = 00

00 — 00 e 2 no estdn definidos.
Al conjunto de los nimeros reales extendido lo denotaremos por R.

Definicién 4 (Funcién finitamente aditiva sobre un &dlgebra). Sea F un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa 1 : A — R es
finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, Ay, ..., A,, de elementos de A tal que
AN A; =0 parai # j, entonces:

U=y Ar) = D5y 1(Ak)
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Obsérvese que, si A es un &dlgebra de subconjuntos de F, para probar que una funcién
pu: A R es finitamente aditiva, basta con demostrar que si A y B son dos conjuntos
ajenos del dlgebra, entonces (AU B) = u(A)+ p(B). Teniendo esta propiedad, la aditividad
finita se prueba con un razonamiento de induccién.

Definicién 5 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : A — R es o-aditiva si es
finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, ..., de elementos de
A tal que A;NA; =0 parai# j yUre, Ax € A, entonces:

1 (Uezy Ax) = D52y i(A)

Definicién 6 (Funcién o-aditiva sobre una o-dlgebra). Sea F un conjunto y ¥ una o-
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa ji : S — R es o-aditiva si
es finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, Ao, ..., de elementos
de  tal que A; N A; =0, entonces:

1 (Uizy Ax) = D52y i(Ag)

Definicién 7 (Funcién o-subaditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa ji : A — R es o-subaditiva,
o que satisface la propiedad de la subaditividad numerable, si dada cualquier coleccion infinita
A1, Ay, ... de elementos de A tales que |J,— | A, € A, entonces:

p(UnZy An) < 32070 p(An)

Definicién 8 (Medida sobre una c-algebra). Sea F un conjunto y S una o-dlgebra de
subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : S — R es una medida si p es
o-aditiva y p (0) = 0.

Demostremos algunas propiedades simples que tiene cualquier funcién no negativa finita-
mente aditiva definida sobre un &lgebra.

Proposicién 1. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y i : A — R una
funcion no negativa finitamente aditiva, entonces:

1. Si A,Be Ay AC B, entonces i(A) < u(B).
2. Si Ay,..., A, € A, entonces (Ui Ak) < > opy 1(Ag).

Demostracion

Sean A, B € Atalesque A C B, entonces B = AU(B — A), asi que u(B) = pu(A)+u (B — A).
Por lo tanto, 1(A) < u(B), ya que i es no negativa.
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Sean ahora A;,..., A, € Ay definamos Ay = (), entonces:
1 (Up=y Ar) = 1 <UZ:1 <Ak U Aj))
=S (A= U Ay) < S A

Corolario 1. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y pn : A — R una
funcion no negativa finitamente aditiva, entonces:

SiA,Be A, AC By u(A) < oo, entonces:
u(B—A)=uB)— pA)
Para cualquier pareja A, B € A tal que u(A) < 0o o pu(B) < 0, se tiene:

$(AUB) = u(A) + u(B) - p (AN B)

Como lo mencionamos antes, para construir una medida utilizando el método de
Carathéodory se parte de una funcién 1, no negativa y finitamente aditiva defini-
da sobre un dlgebra; después se extiende esa funcién a una medida definida sobre
una o-algebra. La propiedad que debe tener i, para poder realizar esa extensién
es la o-subaditividad, la cual, como se muestra en el siguiente resultado, es equi-
valente a la s-aditividad.

Teorema 1. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos deF y v : A — R una funcion
no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

1. p es o-subaditiva.
2. i es o-aditiva.

Demostraciéon

Supongamos que j es o-subaditiva y sea Aj, Ag,... una coleccién infinita numerable de
elementos de A, ajenos por parejas y tales que U;’il A; € A. Se tiene:

(U2, A5) > w(Uj—; Aj) = D %—; 1(A;) para cualquier n € N, asf que:
M(U;; Aj) > 3702 n(4;)

Por lo tanto, i es o-aditiva.



Supongamos 1 es o-aditiva y sea Aj, Ay, ... una coleccién infinita numerable de elementos
de A tales que [ J;2, A; € A. Sea B, = A, — U;:ll Aj, entonces |2, A; = 72, By, ast que:

U2y Aj) = U5y By) = 2252 w(B;) < 3752 p(4;)

Por lo tanto, i1 es o-subaditiva.

Vamos a ilustrar el teorema de extension de Carathéodory construyendo una medida a partir
de una funcién F : R — R no decreciente y continua por la derecha tal que lim,_,_, F'(z) =0
y lim, .o F'(z) = 1. Diremos que una funcién con estas caracteristicas es una funcién de
distribucién.

Definicién de la medida sobre un algebra de subconjuntos de R

Dada una funcién de distribucién F, definamos F' (—o0) =0y F (0c0) = 1.

La idea consiste en que, mediante la funcién F', podemos asignarle directamente una medida,
la cual denotaremos por p,, a un intervalo de la forma (a,b], donde a € [—o00,0), b €
(—00,0) ¥ a < b, mediante la relacién:

o ((a,b]) = F(b) — F'(a)

Es decir, en lugar de asignarle al intervalo (a, b] su longitud, le asignamos F' (b) — F' (a) como
el valor de su medida.

Agreguemos la definicién de la medida del intervalo (—oo, 00) y la medida del conjunto vacio:
i ((=00,00)) = F'(00) — F'(—00) = 1
1o (0) =0
Denotemos por Z a la familia formada por el conjunto vacio, el intervalo (—oo,00) y todos
los intervalos e la forma (a, b], donde a € [—00, ), b € (—00,0) vy a < b.

Con las definiciones anteriores tenemos definida la medida de cualquier elemento de 7.

Obsérseve que la familia Z no forma un dlgebra de subconjuntos de R, pero la familia A
formada por los conjuntos de la forma U?:1 I; donden € Ny Iy,..., I, son elementos de Z,
ajenos por parejas, si forma un dlgebra de subconjuntos de R.
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Para cada A = |Jj_, I; € A, definamos:

fo(A) = >0 Ho(1))

Ahora vamos a utilizar el método de Carathéodory para extender p, a una familia mds
grande de subconjuntos de R.

Paso 1. Demostremos que la funcién p, : A — R estd bien definida y que es no negativa y
finitamente aditiva.
Evidentemente 1, es no negativa.

Para mostrar que estd bien definida hay que demostrar quesi I, ..., I, y IM, ..., I son dos
colecciones finitas de elementos de 7 tales que I, .. ., Ij, son ajenos por parejas, [V, ... 1™
son ajenos por parejas y Ule L =Uj, 1Y) entonces:

k m i
Zi:l Ko (Iz) = Zj:l Mo (I(J))
Para esto demostremos el siguiente lema:

Lema 1. Sea I € Z yIM, ... ,I(m) una coleccion finita de elementos no vacios de I, ajenos
por parejas, tal que I = U;”:l 1Y) entonces:

po (1) = Z;n:l Ho (I(j))
Demostraciéon

Sean a y b los extremos del intervalo [ y, para cada j € {1,2,...,m}, sean a? y b9 los
extremos del intervalo ),

Como I, ... 1™ son ajenos por parejas y su unién es I, podemos ordenar, del menor al
mayor, los puntos a, b, a™, b a@ G . al™ (™) para obtener una coleccién de interva-
los ajenos por parejas, JU, ..., J™ con extremos ™), y(M: 2 @) .2 4(M) respec-
tivamente, de tal forma que:

Asi que:
Sty (I9) = X0 g (J9) = S [F (y0) = F (29))]
= F(b) = F(a) = o (1)
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Sean ahora Ir,..., I y I, ... I dos colecciones finitas de elementos de Z tales que
I1,..., Iy son ajenos por parejas, IV, ... 1™ son ajenos por parejas y JI_, I; = Ui, I0),

Para cada i € {1,....k} y j € {1,...,m}, definamos I”) = I, N I¥). Entonces, como
UL, I = UL, 19, se tiene I; = U7, I( y 10 =¥, I(]) asf que:

j
po (1) = Z;nzl Ho <[z'(j)>
1 (19) = 5 (169)

Por lo tanto:

ZZ 1#0( i) = Zl 123 1#0( )>
= S St (1) = S e (190)

Asf que p, estd bien definida.

Finalmente, es evidente que f, es finitamente aditiva.

Paso 2. Demostremos que p, es o —subaditiva.

Para esto, inmediatamente después del siguiente lema, vamos a probar el teorema que es-
tablece el resultado central que permite realizar el proceso de extensién de p,.

Lema 2. Sea Ie€ZyIW I® I una coleccion finita de intervalos en T tales que
I c UL, 19, entonces:

po (1) < 3270 o (1)
Demostracion

Sean a y b los extremos del intervalo I y, para cada j € {1,2,...,m}, sean a¥) y bY) los
extremos del intervalo ),

Los puntos a, b,a™, b™ ... a(™ 1™ constituyen una particién de un intervalo de extremos
¢y d que contiene al intervalo I.

Esta particién parte cada intervalo I¥), con j € {1,2,...,m}, en subintervalos ajenos por
parejas, I{J), . ,L%.). Asf que:

0 (19) = 20, (1)
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La particiéon definida antes también parte el intervalo I en subintervalos ajenos por parejas,
Iy, ..., I,. Asi que:

po (1) = 22:1 tto (1x)

Por otra parte, como I C U;"zl 1Y), cada intervalo I, con k € {1,2,...,n}, coincide con un

intervalo ],g) para alguna j € {1,2,...,m} y alguna k¥’ € {1,2,...,n;}, por lo tanto:

po (1) = iy o (1) < 27 Sy i (19) = S50y o (19)

Teorema 2. Sea I € T y Iy, 15,... una coleccion infinita de intervalos en I tales que
I c Uy, I Entonces:

F(b) = Fa) <352, [F(be) — Flax)]

donde a y b son los extremos del intervalo I y, para cada k € N, a; y by son los extremos del
intervalo .

Demostraciéon

Sie,f € RU{—00,00} y e < f, definamos (e, f| de la siguiente manera:

f (e f] sifeR
<Qﬂ_{®J)ﬂf=m

Tomemos € > 0 y § > 0, arbitrarios.

Como F es continua por la derecha, para cada cada k € N, existe o, > 0 tal que:
F(dy) — F (br) <

donde:

d. — b, + 0, sib, €R
T by si by, = oo

Definamos:

{a—l—é sia e€R
Cs = 1

—3 sia=—00
g — b sibeR
6= % sib=o00



Entonces:
lims o [F (ds) — F ()] = F (b) — F'(a)
Ademéds:
(cs,ds| C [es,ds) €T C Upey I € Uy (aky di)

Asi que, por el teorema de Heine-Borel, existe una coleccién finita, (ag,, dg, ),
tal que:

[cs, ds] C U;n:l (ak]., dk].)
Por lo tanto:
(cs,ds| C [cs,ds] C U;nzl (ak].,dkj) C U;”Zl (akj,dkj‘

Asi que:
F(ds) = F(cs) < 305 [F (diy) = F (aw;)] < 3505 [F (di) — F (ag)]
< Dk [ (be) = F(an)] + 20500 57 = 2052 [ (be) = F(ax)] + ¢
Y, como € > 0 es arbitraria:

F(ds) = F (c5) < 3220 [F (be) — F (ax)]
Finalmente, tomando limites cuando § — 0, se obtiene:

F(b) = F(a) <3202 [F (be) = F (ax)]

Teorema 3. i, es o-aditiva

Demostraciéon

ey (akm,dkm),

Sea Aj, As, ... una coleccién infinita numerable de elementos de A, ajenos por parejas, no

vacios y tales que A = J;2; A; € A.

Como para cada i € N, A; € A, A; es una unién finita de intervalos en Z ajenos por parejas.
Ademsds, como A € A, A también es una unién finita de intervalos en 7 ajenos por parejas.

Sean A = J", IV y, para cada i € N, A; = | JI", I;.1). Entonces:
j=1 k=1 *(i,k)

U;nzl IV =A= Ui A = UZ Ui L
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Tenemos dos colecciones de intervalos, por un lado la familia {I et eENke{l,. .., m,}}

y por el otro la familia {[ W.jedl,... ,m}}. Tanto los intervalos de la primera familia
como los de la segunda son ajenos por parejas y A es igual tanto a la unién de los intervalos
de la primera familia como de la segunda. Por otra parte, una pareja de intervalos, uno de
la primera familia y otro de la segunda, podrian no ser ajenos.

La idea ahora es partir cada intervalo 1) en intervalos ajenos por parejas, utilizando los
intervalos I(; z). Para esto, definamos, para cada j € {1,...,m}, 1€ Ny ke {1,...,m;}:

70)

(ik) — L O v

Entonces, los intervalos de la familia
{[(% cje{l,....m},ieNke {1,...,mi}}
son ajenos por parejas y:
Iiwy = U’]n:l I((Z.j;g) para cualesquiera i € Ny k € {1,...,m;}.
IV = U2, U, I J) ) para cualquier j € {1,...,m}.

Ademds, por el teorema 2, se tiene:

po (1) < 302 S0 1#0( Zk)> para cualquier j € {1,...,m}.

Asi que:

po (4) = S5, 1y (19) < S0, S50, S, g (1))

=D i1 2 ;’n=11u0< (m) D i1 2kt Mo (I(Zk)
= Doy o (Ad)

Ademds, como fi, es finitamente aditiva y A D (J_, A; para cualquier n € N, se tiene
po(A) > 37" 1 g (A;) para cualquier n € N, asf que:

fo (A) > Z;)il 1o (As)

Por lo tanto, 15 (A) = Y2, po (Ai), asi que pp es o-aditiva y, por lo tanto, o-subaditiva.
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Extensién de 1, a una medida definida sobre una s-algebra de
subconjuntos de R

Para extender i, primero se define, para cualquier subconjunto A de R lo que se conoce
como la medida exterior de A, la cual denotaremos por y, (A).

En general, la medida exterior, definida sobre todos los subconjuntos de R, no es una medida;
es decir, no es o-aditiva. Pero, la o-subaditividad de j, nos permite demostrar que la medida
exterior también es o-subaditiva.

Una vez demostrado que la medida exterior es o-subaditiva, se define la propiedad que deben
tener los subconjuntos de R para poderles asignar una medida, a los cuales vamos a llamar
conjuntos medibles.

Después de eso se demuestran los resultados que finalmente muestran que lo que obtenemos
es una medida p, definida sobre una o-dlgebra de subconjuntos de R, la cual es una extension
de 1.

Esos resultados son los siguientes, donde todos los conjuntos con los que se trabaja son
subconjuntos de R:

1. Si Ay B son dos conjuntos tales que A C B entonces p (A) < u.(B).
2. Si A € A entonces i, (A) = ug(A).
3. Si (Ay),cy s una sucesién de conjuntos, entonces:

fe (UpZi An) < 32000 1e(An)

4. La familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de R.

5. La funcién que asigna a cada conjunto medible E su medida, u(FE), es una funcién finita-
mente aditiva.

6. La familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de R.

7. La funcién que asigna a cada conjunto medible F su medida, p(FE), es una funcién o-
aditiva.

8. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.

9. Todo elemento de A es medible.
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A continuacién demostramos esos 9 resultados.

Definicién 9. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable Ay, As, . .. de elementos
de A es una cubierta del conjunto A si A C |, A,.

Definicién 10. Se define la medida exterior, j1,(A), de un subconjunto A de R, mediante la
relacion

i (A) = inf {Z] fo(A;) Ay, Ag, ... es cubierta de A}

Definicién 11. Diremos que un conjunto E es medible si pu (A) = p(ANE) + p (AN E°)
para cualquier conjunto A. Ademds, en este caso, se define la medida de E, p(E), como la
medida exterior de E.

Es inmediato que si A y B son dos conjuntos tales que A C B, entonces pu,(A) < u(B).

Proposicién 2. Si A € A entonces j1.(A) = py(A).

Demostraciéon

Sea A € Ay A, Ay, ... una cubierta de A, entonces A, N A € A para cualquier n € Ny
A=, (A4, N A); asi que, como y, es o-subaditiva:

po(A) < 32 pio(An VA) <370 p1g(An)

Por lo tanto, como esto ocurre para cualquier cubierta de A, py(A) < p (A).

Por otra parte, como A es una cubierta de ¢l mismo, se tiene p,(A) < ug(A).

Proposicién 3. Si (A,),cy €5 una sucesion de conjuntos, entonces:
fe (UnZy An) < 32000 11e(An)

Demostracién

Si p.(Ay) = 0o para alguna n el resultado es trivial.

Supongamos entonces que i, (A,) < oo para toda n. Dada € > 0, para cada conjunto A,, sea
A,1, Ana, ... una cubierta de A,, tal que:

> Ho(Anm) < pe(An) + 5=
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La familia de conjuntos A, forman una cubierta de |J,, A,, asi que:

He (UZO:1 Ap) < Ziil Zm to(Anm) < fo:l [%(An) + %} < 220:1 fe(An) + ¢

Es decir, p, (U~ An) <> 02 1.(Ay) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto:

pe (Unzy An) < 22070 pe(An)

Obsérvese que, por la o-subaditividad de la medida exterior, demostrada en la proposicién
anterior, se tiene:

fe(A) < p(ANE) + (AN E)

para cualquier par de conjuntos E'y A, de manera que para demostrar la medibilidad de un
conjunto E unicamente es necesario probar la otra desigualdad.

Proposicion 4. La familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de F.
Demostracién

Que R es medible, asi como que el complemento de un conjunto medible es medible, son
resultados obvios.

Sean F; y E5 dos conjuntos medibles y A cualquier conjunto. Se tiene entonces:
te (AN (B U E3)) + pe (AN (E1 U Ey)°)

1 (AN By U (AN B0 Ey)) + p, (A ES 1 ES)

< pe(AN Ey) + p (AN EF N Ep) + i (AN EY N ES)

= pe(AN EL) + p (AN EY) = p(A)

Asi que, F7 U E5 es medible.

Proposicién 5. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, 1(E), es una
funcion finitamente aditiva.

Demostraciéon

Sean F; y E5 dos conjuntos medibles ajenos, entonces, como F; U Es es medible, se tiene:

p(ErU E)) = p((ErU Ep)) MEY) + p((ErU Ep) N EY) = p(Er) + p(E2)
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Proposiciéon 6. La familia de conjuntos medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de

R.
Demostracién
Sea E1, Es, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas y

A cualquier subconjunto de R.
Demostremos que i, (A N (Uj-, Ej)> = > i1 (AN Ej) para cualquier n € N.

Para n =1 la igualdad es obvia.

Supongamos ahora que la igualdad es vdlida para n = k, entonces, como Fj,; es medible,
se tiene:

p (AN U ED) = e (AN U B 0 B ) + e (AN (U E) 0 By
= 1 (AN Bit) + pe (AN UL B)) = 1 (A0 Bieor) + Sy 1o (AN By)

= > (AN E;)

Por lo tanto, la igualdad es valida para n = k + 1, asf que, por el principio de induccién, lo
es para cualquier n € N.

Ahora bien, como la familia de conjuntos medibles forma un dlgebra de subconjuntos de F,
para cada n € N el conjunto U?Zl E; es medible, asf que:

pe(A) = (AN U B)) + e (AN U B))
= S AN E) + e (AN (UL By))

> S (AN E) + (AN (U Ey))

Tomando limite cuando n — oo y utilizando la o-subaditividad de la medida exterior,se
obtiene entonces:

1ol A) 2 2 (AN Ey) + e (AN (U Ey)°)

> (ANUZE)) + e (A0 (UL B

Por lo tanto, |J;Z, E; es medible.
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Proposicién 7. La funcion que asigna a cada conjunto medible E su medida, p(E), es una
funcion o-aditiva.

Demostraciéon

Sea Fi, Fs, ... una coleccién infinita numerable de conjuntos medibles ajenos por parejas.
Por la o-subaditividad de la medida exterior, se tiene:

u(U52, Ey) < 5202, n(Ey)

Por otra parte, por la aditividad finita de la funcién que asigna a cada conjunto medible su
medida, se tiene, para cualquier n € N:

Ui B) = p(Ujz B5) = 2050 ml(E5)

Asi que tomando limite cuando n — oo, se tiene:

u(U52, B5) > 5202, n(Ey)

Si denotamos por M a la familia de los conjuntos medibles, sabemos ya que M forma una
o-algebra de subconjuntos de R. Ademds, la funcién p : M — R es no negativa, o-aditiva y
w1 (0) = 0. Asi que p es una medida definida sobre una o-dlgebra de subconjuntos de R.

Lo que resta probar es que p es una extension de j,. Vamos a demostrar que efectivamente
esto es asi.

Proposicién 8. Todo conjunto de medida exterior cero es medible.
Demostraciéon

Sea E un conjunto de medida exterior cero y A cualquier conjunto, entonces A N E tiene
medida exterior cero, asi que:

pe(A) = (AN E®) = p (AN E) + p (AN E)
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Proposiciéon 9. Todo elemento de A es medible.

Demostraciéon

Sea F € A, A cualquier conjunto y A, A, ... una cubierta de A, entonces, para cada A,
los conjuntos A, N E'y A, N E° pertenecen a A y se tiene:

(AN E) < p. (U, 4n) N E) = pe (U, (An N E))

S Yo be(An NE) =32, po(An N E)

pe(ANES) < p, (U, An) N E°) = p (U, (An N EF))
<D te(An MES) =32, po(An N EX)

Asi que:

fe(ANE) + p (AN E) <37 po(An NE) + 2, po(An N ES) =37 11p(An)

Finalmente, como lo anterior es valido para cualquier cubierta de A, se puede concluir que:

pe(ANE) + p (AN E) < pi(A)

Como M es una o-dlgebra y todo elemento de A, asf como todo conjunto de medida exterior
cero, pertenece a M, podemos concluir que M contiene a la o-dlgebra generada por A y los
conjuntos de medida exterior cero.

Por otra parte, como p (R) = 1 (R) = 1, u es una medida de probabilidad.
Si nos ubicamos en el contexto de la teoria de la probabilidad, dado un espacio de proba-

bilidad (€2, S, P) y una variable aleatoria real X : @ — R, se tiene definida la funcién de
distribucién de X, Fx : R — R de la siguiente manera:

Fx (z) = P[X < 1]

Esta funcién Fx es no decreciente y continua por la derecha; ademas, lim, ., o, F(z) =0y
lim, .., F(z) = 1.

Asi que, partiendo de Fx, podemos definir una medida de probabilidad py, definida sobre
una o-algebra de subconjuntos de R, la cual contiene a todos los intervalos y que satisface
la igualdad:

px ((=00,2]) = P[X € (=00, 2]]
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Esta relacion se puede generalizar, asegurando que si A es un subconjunto de R que pertenece
a la o-dlgebra generada por los intervalos, entonces:

px (A) = P[X € A]

En otras palabras, py nos da la distribucién de la variable aleatoria X.

Asi que, a cualquier variable aleatoria real X podemos asociarle una medida de probabilidad
Itx, definida sobre la o-algebra generada por los intervalos, la cual representa la distribucion

de X.



